
Apsoloutna geometrija

Aksiome incidencije (pripadanja)

Postoji osam aksioma incidencije:

I1 Za svake dvije tačke A i B postoji prava a koja je incidentna i sa tačkom A i sa tačkom B.

I2 Za svake dvije tačke A i B postoji najvǐse jedna prava koja je incidentna sa svakom od
tačaka A i B.

I3 Za svaku pravu postoje bar dvije tačke koje su sa njom incidentne. Postoje bar tri tačke
koje nisu incidentne sa istom pravom.

I4 Za svake tri tačke A, B i C koje nisu incidentne sa istom pravom, postoji ravan koja je
incidentna sa svkom od tačaka A, B, C.
Svakoj ravni je incidentna bar jedna tačka.

I5 Za svake tri tačke A, B i C koje nisu incidentne sa istom pravom postoji najvǐse jedna
ravan koja je incidentna sa svakom od tačaka A, B, C.

I6 Ako su dvije tačke prave a incidentne sa ravni α, tada je svaka tačka prave a incidentne sa
ravni α.

I7 Ako postoji jedna tačka koja je incidentna i sa ravni α i sa ravni β, tada postoji bar još
jedna tačka koja je incidentna i sa ravni α i sa ravni β.

I8 Postoje bar četri tačke koje nisu incidentne sa istom ravni.

Skraćeno, aksiome možemo predstaviti slikama:

Pitanje: Kakva je razlika izmed̄u aksioma I1 i I2?
Kakva je razlika izmed̄u aksioma I4 i I5?



Urad̄eni zadaci

1. Dokazati da postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrži datu pravu u tačku van nje.

2. Dokazati da postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrži dvije date prave koje se sijeku.

3. Dokazati da presjek dvije različite prave može biti ili prazan skup ili tačka.

4. Dokazati da presjek dvije različite ravni može biti ili prazan skup ili prava.

5. Dokazati da za datu pravu a postoji prava b koja s njom nema zajedničkih tački.

Napomena: Prave koje ne leže u jednoj ravni zovu se mimoilaznim pravama.

6. Dokazati da je svaka ravan incidentna sa najmanje tri tačke.

7. Dokazati da za svaku pravu a postoji prava b, takva da prave a i b ne pripadaju istoj ravni.

Aksiome poretka

Postoje četiri aksiome poretka:

II1 Ako je A−B−C tada su A, B i C tri različite tačke jedne iste prave i takod̄e je C−B−A.

II2 Za svake dvije tačke A i B postoji tačka C, takva da je A−B − C.

II3 Ako su A, B i C tri tačke jedne prave, tada važi najvǐse jedna od relacija: A−B − C,
B − C − A ili C − A−B.

II4 (Pašova aksioma) Neka su A, B, C tri nekolinearne tačke i neka je p prava koja je
incidentna sa ravni ABC i nije incidentna ni sa jednom od tačaka
A, B, C. Ako postoji tačka D ∈ p takva da je A−D −B tada postoji tačka E ∈ p takva
da važi bar jedna od relacija B − E − C ili C − E − A.

Skraćeno aksiome predstavljene slikama:

Urad̄eni zadaci

8. Za svake dvije tačke A i B postoji tačka C takva da je A− C −B.

9. Date su četiri kolinearne tačke A, B, C, D. Dokazati da važe sljedeća dva tvrd̄enja:
a) Ako je A−B −D i B − C −D tada je A−B − C;
b) Ako je A−B −D i B − C −D tada je A− C −D.

10. Dokazati da svaka duž ima beskonačno mnogo tačaka.

11. (Pašova teorema) Prava p pripada ravni koja je odred̄ena nekolinearnim tačkama A, B, C i



ne sadrži nijednu od tih tačaka. Ako pri tom prava p siječe pravu p(A,B) izmed̄u tačaka A i B
tada ona siječe ili pravu p(B,C) izmed̄u tačaka B i C ili pravu p(A,C) izmed̄u tačaka A i C.

12. Date su četiri kolinearne tačke A, B, C, D. Isključivo aksiomama incidencije i poretka
dokazati da ako je A−B − C i A− C −D tada je B − C −D;

13. Neka je data poluravan α s ivicom u pravoj s i neka su date tačke S ∈ s i T ∈ α. Dokazati
da je poluprava pp[S, T ) ⊆ α.

14. Prava koja pripada ravni nekog trougla i prolazi kroz jednu njegovu unutrašnju tačku ima sa
tim trouglom tačno dvije zajedničke tačke. Dokazati.

15. Dat je ugao ]aOb i tačka M unutar tog ugla. Dokazati da poluprava pp[O,M) siječe svaku
duž AB gdje je A ∈ a i B ∈ b.

16. Isključivo aksiomama incidencije i poretka pokazati da je unutrašnjost trougla neprazan
skup.

17. Neka se prave a i b sijeku u tački A i neka je A−B −C na pravoj a, i A−D −E na pravoj
b. Isključivo aksiomama incidencije i poretka dokazati da se duž BE mora siječi sa duži
CD u tački M .

18. Dokazati da svaka tačke prave dijeli tu pravu na dvije koneksne figure (poluprave).



Konveksnost

Figura F je konveksna ako za svake dvije tačke A i B iz F slijedi AB ⊆ F . Prazan skup ∅ i
figura koja se sastoji od samo jedne tačke su konveksne.

Najpoznatije konveksne figure su: prava, poluprava, ravan, polurava, krug, sfera, kocka,
paralelogram...

Izlomljena poligonalna linija je unija uzastopnih nadovezanih duži od kojih nijedna od dvije
susjedne nadovezane duži ne pripadaju istoj oblasti.

Mnogougao je unija zatvorene poligonalne lonije (čije se duži ne sijeku) i njene unutrašnje
oblasti.

Urad̄eni zadaci

19. Dokazati da je presjek dvije konveksne figure konveksna figura.

20. Dokazati da je unutrašnja oblast ugla, različitog od ravnog konveksan skup, dok je
spoljašnja oblast tog ugla nekonveksan skup.

21. Dokazati da je unutrašnja oblast trougla konveksan skup i da je spoljašnja oblast trougla
nekonveksan skup.

22. Dokazati da je mnogougao konveksan ako i samo ako se svi vrhovi mnogougla nalaze u istoj
poluravni odred̄enoj pravom koja sadrži ma koju stranicu tog mnogougla.

23. Četverougao je konveksan ako i samo ako mu se dijagonale sijeku.

24. Dokazati da je četverougao konveksan ako i samo ako svaka duž MN pri čemu M ∈ AB,
N ∈ CD siječe njegove dijagonale.

25. Dokazati da je četverougao konveksan ako i samo ako svaki vrh četverougla leži u spoljašnjoj
oblasti trougla kojeg obrazuju ostala tri vrha četverougla.

26. Date su četri konveksne fugure u ravni takve da svake tri od njih imaju jednu zajedničku
tačku. Dokazati da sve četri date figure imaju zajedničku tačku.

27. Dokazati da prava ne može sijeći sve stranice mnogougla sa neparnim brojem stranica.



Problemi broj 2

Zadaci za vježbu

28. Dokazati da ravan i prava koja ne pripada toj ravni mogu da imaju najvǐse jednu zajedničku
tačku.

29. Ako četri različite tačke ne pripadaju istoj ravni tada med̄u njima ne postoje tri kolinearne.
Dokazati.

30. Dokazati da za svaku ravan postoji prava koja joj ne pripada.

31. Neka su A, B, C i D četiri kolinearne tačke. Dokazati da važe sljedeća tvrd̄enja:
a) Ako je A−B − C i B − C −D tada je A−B −D;
b) Ako je A−B − C i B − C −D tada je A− C −D;

32. Neka su A, B, C i D četiri kolinearne tačke. Dokazati da ako je A−B − C i A−D − C
tada je ili A−D −B ili B −D − C.

33. Neka su A, B, C, D, M četiri kolinearne tačke i neka je A− C −B, A−D −B i
C −M −D. Dokazati da je A−M −B.

34. Neka su A, B, C i D kolinearne tačke. Dokazati da iz ¬(B − A− C) i ¬(B − A−D) slijedi
¬(C − A−D).

35. Neka su A, B, C i D kolinearne tačke. Dokazati da iz B − A− C i B − A−D slijedi
¬(C − A−D).

36. Ako prava siječe jednu stranicu mnogougla, tada ona ima bar još jednu zajedničku tačku sa
tim mnogouglom. Dokazati.

37. U ravni je dato n duži (n ≥ 3), tako da svake tri od njih imaju zajedničku tačku. Dokazati
da postoji tačka zajednička za sve duži.

38. Dokazati da svaka tačka prave dijeli tu pravu na dvije konveksne figure (poluprave).

39. Dokazati da svaka prava dijeli ravan kojoj pripada na dvije konveksne figure (poluravni).

40. Dokazati da je presjek konačnog broja konveksnih figura konveksna figura. Da li je presjek
beskonačno mnogo konveksnih figura konveksna figura? Da li je unija konačnog broja
konveksnih figura konveksna figura? (Odgovore obrazložiti.)

41. Dokazati da dvije prave koje se sijeku dijele ravan u kojoj leže na četri konveksne figure.

42. Dokazati da svaka ravan dijeli prostor na dvije konveksne figure (poluprostora).

43. Dokazati da dvije ravni koje se sijeku dijele prostor na četiri konveksne oblasti.

44. Dokazati da diedar različit od ravnog dijeli prostor na dvije oblasti od kojih je jedna
konveksna (unutrašnjost diedra), a druga nije (spoljašnjost diedra).

45. Dokazati da triedar dijeli prostor na dvije oblasti od kojih je jedna konveksna
(unutrašnjost triedra), a druga nije (spoljašnjost triedra).

46. Dokazati da tetraedar dijeli prostor na dvije oblasti od kojih je jedna konveksna
(unutrašnjost tetraedra), a druga nije (spoljašnjost tetraedra).

Napomena:
Diedar je skup od dvije poluravni koje ishode iz zajedničke prave. Zajednička prava se zove

ivica diedra a poluravni su strane dijedra.
Triedar (trostrani poliedarski ugao) su tri poluprave pp[S,A), pp[S,B) i pp[S,C) koje ishode

iz jedne tačke S prostora i ne leže u jednoj ravni. Oglovi koje obrazuju po dvije od ovih



polupravih nazivaju se ivični uglovi ili strane triedra. Tačka S je tjeme tetraedra.
Tetraedar ili trostrana piramida.
Poliedar (opisna definicija) je geometrisko tijelo trodimenzionalnog Euklidskog prostora

ograničeno površima ravnih mnogouglova.

47. Dokazati da konveksan mnogougao i prava koja ne sadrži nijednu njegovu stranicu mogu da
imaju najvǐse dvije zajedničke tačke.

48. Dokazati tvrd̄enja:
(a) Svaka dijagonala dijeli konveksan mnogougao na dva konveksna mnogougla;
(b) Svaka duž čije krajnje tačke pripadaju različitim stranicama konveksnog mnogougla dijeli
taj mnogougao na dva konveksna mnogougla.

49. Mnogougao A1A2...An je konveksan ako i samo ako su konveksni svi četverouglovi
AiAjAkAl, 1 ≤ i < j < k < l ≤ n. Dokazati.

50. (Helijeva teorema) Ako svake tri od n (n ≥ 3) konveksnih figura iste ravni imaju neprazan
presjek, tada je presjek svih n figura neprazan.

51. U ravni je dato n duži (n ≥ 3), takve da svake tri od njih imaju zajedničku tačku. Dokazati
da postoji tačka zajednička za sve duži.

















(Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com)
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